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ويژگي هاي 
رياضي ستاره هاي مـرتبة

n    اُم
هادي صفري

دانش آموز رياضي ـ فيزيك 
مركز پرورش استعدادهاي 
درخشان و پژوهشگران جوان 
واحد شهيد بهشتي شهركرد

چكيده
هر چندضلعـي شـامل تعـدادي رأس، تعدادي 
ضلع و چندين قطر است. در برخي چندضلعي ها، 
از برخـورد قطرهـا شـكل هاي زيبايي شـبيه به 
شكل هايي كه به طور عمومي آن ها را به نام ستاره 
مي شناسـند، تشكيل مي شـوند كه با كمي دقت 
قابل تشـخيص هسـتند. در اين مقاله، به بررسي 
برخـي ويژگي هـاي اين شـكل هاي سـتاره مانند 
و چندضلعي هـاي سـازندة آن ها پرداخته شـده

 است.

چندضلعي، ستاره، هندسه مسطحه، آناليز 
تركيبي، رياضيات محض.

مقدمه
آموزش  مطلب كوتاهي در صفحة 326 كتاب ارزشمند «
هنر حل مسئله» دربارة چندضلعي هاي ستاره اي، نگارنده را به 
اين چندضلعي ها و ويژگي هايشان علاقه مند كرد. نتيجة بررسي 
ــد. اما ابتدا برخي  ــا را در مقالة حاضر مي خواني ــن ويژگي ه اي

تعاريف مورد نياز ذكر خواهد شد: 
چندضلعي1: «در هندسه، چندضلعي به شكلي دوبعدي در 
صفحه گفته مي شود كه با مسيري بسته، شامل تعداد متناهي 
خطوط راست، محيط شده باشد» (ويكي پديا، دانش نامة آزاد).

ــت كه دو رأس  ــه، ضلع پاره خطي اس ضلع2: «در هندس
مجاور را در يك چندضلعي به هم متصل مي كند. بنابراين در 
عمل، يك ضلع رابطي براي يك پاره خط يك بعدي و دو شيء 

صفر بعدي است» (پيشين).
قطر3: خطي است كه دو رأس غيرمجاور از يك چندضلعي 

يا چندوجهي را به هم متصل مي كند» (پيشين).

ــدب) يك  چندضلعـي محـدب: «چندضلعي كوژ (مح
ــت كه اگر از هر دو رأس آن خطي به هم وصل  چندضلعي اس
كنيم،  آن خط از داخل چندضلعي عبور كند. [اثبات مي شود 
ــر هيچ يك از  ــت اگر و تنها اگ ــه] يك چندضلعي، كوژ اس ك

زاويه هاي داخلي آن بيشتر از 180 درجه نباشند» (پيشين).
در ادامه، خلاصة مطلبي كه دربارة چندضلعي هاي ستاره اي 
در كتاب « آموزش هنر حل مسئله» آمده است، نقل مي شود.

ــپس پنج نقطه را روي محيط  ــم كنيد و س يك دايره رس
ــت بزنيد. اين پنج نقطه را به هم متصل كنيد. در اين  آن علام
حالت يك پنج ضلعي به همراه قطرهاي آن به دست مي آيد. اگر 
ــتارة پنج پر  اضلاع پنج ضلعي و دايره را در نظر نگيريد، يك س
مشاهده مي كنيد. گاهي از اين روش اشكالي به دست مي آيند 
كه حاصل اجتماع چندضلعي هاي كوچك ترند. براي مثال، يك 

ستارة شش پر حاصل اجتماع دو مثلث است.

ارائة روشي براي رسم ستاره وارهاي n پرَ
ــتري  ــار ديگر متن كوتاه فوق را با تعمق بيش ــد تا ب بيايي

بررسي كنيم. به شكل 1 توجه كنيد.

A

C

E

B D

ــم  اولين نكته اي كه توجه فرد را جلب مي كند، روش رس
پنج ضلعي است. چرا از دايره براي رسم پنج ضلعي كمك گرفته 
شده است؟ هدف آن بوده است كه پنج ضلعي حاصل، شكلي 
ــي اين مسئله مي پردازد. اين  ــد. قضية 1 به بررس محدب باش

مسئله روشي براي رسم يك چندضلعي محدب ارائه مي كند.

آموزشى

شكل 1ـ يك ستارة پنج پر حاصل از قطرهاى يك پنج ضلعى محدّب
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قضية 1. هر چندضلعي كه رئوس آن روي محيط يك دايره 
قرار گيرند، محدب است.

اثبات: فرض كنيد تمام رئوس چندضلعي روي محيط يك 
دايره باشند. بنابراين، هر سه نقطة B ، A و C روي محيط دايره 
� يك زاوية محاطي از دايره 
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و برهم نامنطبق هستند. پس 
است. زاوية محاطي از زاويه اي برابر نصف كمان روبه روي خود 
برخوردار است و دايره نيز كماني 360 درجه اي است. براي اين 

�زاويه مي توان سه حالت متصور شد:
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بخشي از دايره > تمام دايره → 360 < كمان متناظر زاويه → 
تناقض →
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تناقض → يك ضلع سه رأس را به هم متصل كرده است. → 
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قابل پذيرش: 
ــام زواياي چندضلعي مورد بحث كوچك تر از  بنابراين تم

 .180 درجه هستند؛ پس چندضلعي محدب است
به شكل 1 توجه كنيد. ستارة پنج پر شامل يك پنج ضلعي 
ــت. در اين مقاله  ــث روي اضلاع آن اس ــج مثل ــط و پن در وس
ــامل يك n ضلعي در وسط و n مثلث  ــتاره واري n پرَ كه ش س
ــت، يك  ــل از امتداد اضلاع n ضلعي) روي اضلاع آن اس (حاص
ــود. بر اين اساس، خطوط  سـتاره از مرتبه n امُ ناميده مي ش
پررنگ شكل 1 يك ستارة مرتبه پنجم را نمايش مي دهند. در 
اين مقاله نويسنده نماد قراردادي Sn را براي ستاره مرتبة n امُ 

تعيين كرده است.
براي اثبات هاي بعدي، نياز به قضايا و روابطي داريم كه به 

بررسي برخي از آن ها مي پردازيم: 

قضية 2. تعداد قطرهاي داخلي يك n ضلعي محدب برابر 
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است با: 
ــامل n رأس است. تعداد خطوطي  اثبات: يك n ضلعي ش

. از ميان 
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كه دو رأس را به يكديگر متصل مي كنند، برابر است با: 
ــتند. از آنجا  ــع و بقيه قطر هس ــوط، n پاره خط ضل اين خط
ــا (كه خطوطي  ــت، تمام اين قطره ــه n ضلعي محدب اس ك
ــم متصل مي كنند)،  ــه دو نقطه از n ضلعي را به ه ــتند ك هس
ــاي داخلي  ــن تعداد قطره ــد. بنابراي ــرار دارن ــكل ق درون ش

n ضلعي برابر است با: 
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
         

ــت  قضية 3. مجموع زواياي يك n ضلعي محدب برابر اس
.(n-2)180 :با

اثبات (استقراي رياضي):
 پاية استقرا (n=3): مجموع زواياي مثلث برابر است با 180 
درجه. (اثبات در اغلب كتاب هاي هندسة پايه بيان شده است.)

 گام اسـتقرا (n> 3): هر n ضلعي محدب را با رسم يكي از 
قطرهاي آن ميان دو رأس به فاصلة يك مي توان به يك مثلث 
ــا مجموع زواياي 180 درجه) و يك n-1 ضلعي (با مجموع  (ب
 n تبديل كرد. بنابراين مجموع زواياي (((n-1)-2)180 زواياي

ضلعي برابر است با: 
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n اثبات وجود ستاره هايي از مرتبه
در هندسة مسطحة اقليدسي، n ضلعي ها حداقل شامل سه 
ضلع (مثلث) هستند. مثلث هيچ گونه قطري ندارد (مطابق قضية 
ــته باشيم. در چهارضلعي  2)، بنابر اين نمي توانيم يك S3 داش
قطرها همرس هستند، پس يك چهارضلعي تشكيل نمي دهند؛ 
بنابراين S4 هم نداريم. قضية 4 بيان مي كند كه ستاره هايي از 

مرتبة پنجم يا بيشتر وجود دارند.
 n ستاره اي از مرتبة (n≥ 5) ضلعي n قضية 4. به ازاي هر

وجود دارد.
ــرايط مفروض قطرهايي كه دو  اثبات: مطابق لم 1، در ش
ــتند، يك n ضلعي در وسط  ــان به فاصلة يك رأس هس سرش
تشكيل مي دهند. لم 2 بيان مي كند كه n مثلث موردنظر ما هم 
 .وجود خواهند داشت. از اين دو مسئله حكم اثبات مي شود

لم 1: به ازاي هر n ضلعي (n≥ 5)، قطرهايي كه دو سرشان 
ــط تشكيل  ــتند، يك n ضلعي در وس به فاصلة يك رأس هس

مي دهند.
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ــم n ضلعي كوچك تر و  ــا قطرهايي براي رس اثبـات: تنه
سپس ستارة مرتبة n مورد استفاده قرار مي گيرند كه بين دو 
سر آن ها، تنها يك رأس فاصله باشد. در اين صورت به هر رأس، 
دقيقاً دو قطر مفروض متصل مي شود (يكي رو به جلو و ديگر 
رو به عقب). در اين صورت براي رأسي مثل A، رأس هايي مانند 
B1 و B2 براي سر ديگر قطرها و دو رأس مثل M1 و M2 براي 
فاصلة ميان دو سر هر قطر نيازمنديم. پس nضلعي بايد حداقل 

پنج رأس داشته باشد (n≥ 5). عكس قضيه بديهي است.
همچنين، حداكثر تعداد قطرهاي مفروض همرس در هر 
نقطة درون چندضلعي برابر است با: 2. اگر اين تعداد بيشتر از 

3 باشد، مي توانيم فقط سه تا از آن ها را در نظر بگيريم.
A

M1

B1

M2

B2

A B

ــه قطر مفروض در يك نقطه  برهان خلف: فرض كنيد س
درون چندضلعي همرس هستند. در اين صورت مطابق شكل 
ــر قطر AB حداقل 2 رأس قرار دارد و از آنجا كه:  2 بين دو س
ــرض كرده بوديم بين هر دو  ــه تناقض برمي خوريم (ف 2>1، ب
قطر مفروض، دقيقاً يك رأس فاصله باشد). بنابراين فرض خلف 

 .باطل است و حكم اثبات مي شود
 ،AB1 ــرايط مفروض لم 1، هر سه قطري مانند لم 2: در ش
ــتند.) مثلثي  AB2 و M1M2 (اين نقاط همان نقاط لم 1 هس
مي سازند كه ضلعي دارد كه قطر n ضلعي نيست. (بديهي است 
كه در اين صورت اين ضلع از يكي از اضلاع n ضلعي كوچك تر 

خواهد بود.)
ــت زير متصور  ــه حال ــم M1M2، براي A س اثبات: با رس
ــم B1B2 پايين تر از  ــد بود (در عبارات زير فرض كرده اي خواه

M1M2 قرار دارند):
ــرار دارد: بنابراين M1M2 كه پاره خطي  A  پايين M1M2 ق
ميان دو نقطه از چندضلعي محدب است، از خارج چندضلعي 

محدب مي گذرد (تناقض).
ــه رأس را به  A  روي M1M2 قرار دارد: پس قطر M1M2 س

يكديگر متصل كرده است (تناقض).
ــكيل  A  بالاي M1M2 قرار دارد: پس مثلث موردنظر ما تش

مي شود (اثبات حكم).
توجه كنيد كه در اين اثبات فرض شده است چندضلعي 

 .حداقل پنج رأس دارد

تعداد ستاره هاي حاصل از قطرهاي يك nضلعي
ــا f(n) و تعداد  ــك n ضلعي را ب ــتاره هاي ي اگر تعداد س
ــتاره هاي مرتبة k ام يك n ضلعي را با f(k,n) نشان دهيم،  س

آن گاه: 
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         قضية 5: 

ــر k>n، آن گاه همان طور كه   اثبات (اسـتقراي رياضي): اگ
؛ وگرنه: 
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انتظار داشتيم: 

 پاية استقرا (n=k): با توجه به اينكه براي رسم هر Sk دقيقاً 
. از طرف 
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ــت كه:  به k رأس نياز داريم، بديهي اس
.
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. پس داريم: 
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ديگر مي دانيم: 

 گام استقرا (n>k): با انتخاب k رأس به يك kضلعي محدب 
مي رسيم كه مطابق اثبات پايه، تنها يك ستاره از مرتبة n در 
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آن وجود دارد. براي انتخاب اين n-k رأس، 

  .حالت وجود دارد. پس حكم با استقراي رياضي ثابت شد
 ،
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ــة 5 و آنكه  ــا توجه به فرمول فوق، قضي ب
داريم: 
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ــل از برخورد  ــتاره هاي حاص ــت كرديم تعداد س پس ثاب
 .
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قطرهاي يك n ضلعي برابر است با: 

براي مثال به شكل 3 توجه كنيد. اين شكل تمام ستاره هاي 
حاصل از برخورد قطرهاي يك هفت ضلعي را نشان مي دهد. در 
ــكل ستارة مرتبه هفتم و ستاره هاي مرتبة ششم نشان  اين ش

داده شده اند.

حالا به محاسبة f (7) مي پردازيم:
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شكل2ـ مربوط به اثبات لم هاى 1 و 2

f(7) شكل 3ـ نمايش تصويرى



29 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

به عنوان نمونه اي ديگر مي توانيد تعداد ستاره هاي حاصل 
ــكل 4) را با  از برخورد قطرها در يك دوازده ضلعي منتظم (ش

كمك همين رابطه بشماريد.

n مجموع زواياي داخلي يك ستاره از مرتبه
مطابق تعريف، هر Sn شامل يك n ضلعي و n مثلث است. 
بنابراين مجموع زواياي داخلي Sn برابر مجموع زواياي n ضلعي 
ــت. در اين صورت و  محدب و n برابر مجموع زواياي مثلث اس
 n ــتاره از مرتبة با توجه به قضية 3، مجموع زواياي داخلي س

برحسب درجه برابر است با: 
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 

ــكل 1)  به عنوان نمونه، مجموع زواياي داخلي يك S5 (ش
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برحسب درجه برابر است با: 

بررسـي امكان رسـم سـتاره اي از مرتبة n بدون 
برداشتن مداد از روي كاغذ

ــاز مي كنيم. با  ــاص كار را آغ ــد حالت خ ــي چن با بررس
ــويم كه S5 و S7 را مي توان بدون  آزمايش مي توانيم متوجه ش
برداشتن قلم از روي كاغذ رسم كرد، اما دربارة S6 و S8 اين كار 
ــت. از اين موضوع مي توان حدس زد كه: «اين  امكان پذير نيس
عمل دربارة Sn ممكن است، اگر و فقط اگر n عددي فرد باشد.» 
حالا بايد اين نتيجة استقرايي را به كمك استدلال استنتاجي 
اثبات كنيم. توجه كنيد كه چون n عددي طبيعي است، يا فرد 

است يا زوج.
ــا n-1 نام گذاري مي كنيم.  ــدا رئوس n ضلعي را از 0 ت ابت
ــر  ــتند كه فاصلة بين دو س قطرهاي موردنظر، قطرهايي هس
آن ها دقيقاً يك رأس است. مي توانيم رئوس n ضلعي را رئوس 
 G و قطرهاي موردنظر را يال هاي جهت دار G گراف جهت دار
 vi به رأس vn از رأس en (قطر) يال .(n-1 از 0 تا) فرض كنيم
 متصل است. نام گذاري رئوس را از نقطة 
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به طوري كه 

آغاز حركت شروع مي كنيم.
با توجه به آنكه از v0 حركت آغاز شده است و گام حركت 
ــت، در اولين مرحله تمام رئوس داراي شمارة زوج به  نيز 2 اس
اصطلاح ديده مي شوند. اگر n فرد باشد، از آخرين رأس مرحلة 
ــمارة 1 مي رويم و در اين مرحله (مرحلة  اول n-1 به رأس ش
ــام رأس هاي فرد (تمام رأس هاي مانده) را مي بينيم و  دوم) تم
به اين ترتيب تمام يال ها (قطرها) بدون برداشتن مداد از روي 
كاغذ رسم مي شوند. اما اگر n عددي زوج باشد، از آخرين رأس 
ــيم كه قبلاً آن را  ــمارة 0 مي رس مرحلة اول (n-2) به رأس ش
ديده بوديم. در اينجا مجبوريم با برداشتن مداد از روي كاغذ به 
رأس شمارة 1 (يا هر رأس فرد (ماندة) ديگري) برويم و مرحلة 
ــا آغاز كنيم تا تمام رأس هاي فرد (مانده) در اين  دوم را از آنج

 .مرحله ديده و تمام يال ها (قطرها) نيز رسم شوند
به زبان نظرية گراف، اگر شكل را گرافي ساده فرض كنيم، 
به هر رأس دو يال (ضلع) وصل شده است. بنابراين درجة هر 
ــد، گراف  ــرف ديگر، اگر n فرد باش ــت. از ط رأس زوج (2) اس
حاصل گرافي «همبند» است. بنابراين اگر گرافي اويلري است، 
ــم آن بدون برداشتن قلم از روي صفحه وجود دارد.  امكان رس
اما اگر n زوج باشد، ستارة مرتبة n گرافي ناهمبند است (بين 
دو رأس متوالي هيچ مسيري وجود ندارد.) بنابراين نمي تواند 
ــم آن بدون برداشتن از روي كاغذ  ــد و رس گرافي اويلري باش
ممكن نيست. (توجه كنيد كه نقاط برخورد خطوط در وسط 
ــاب نمي آيند، بنابراين ستارة مرتبة پنجم  ستاره رأس به حس

گرافي از مرتبة پنج است.)

نتيجه گيري
ــورت  ــة n (Sn) را به ص ــتاره اي از مرتب ــدا س ــده ابت نگارن
ــامل يك n ضلعي در وسط و n مثلث  ــتاره واري n پر كه ش س
ــپس به بررسي برخي  ــت، تعريف كرد و س روي اضلاع آن اس
 n>5 4اگر و فقط اگر Sn پرداخت. ابتدا ثابت شد Sn ويژگي هاي
وجود دارد. در مراحل بعد اثبات شد، تعداد ستاره هاي حاصل 
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2 ــورد قطرهاي يك n ضلعي محدب برابر  از برخ

است. در ادامه ثابت شد كه مجموع زواياي داخلي يك Sn (در 
صورت وجود شكل) برابر 360 (n-1) است. در انتها نيز اثبات 
ــد: اگر و فقط اگر n فرد باشد، مي توان Sn را بدون برداشتن  ش

مداد از روي كاغذ رسم كرد.
ــي برخي  ــت در اين مقاله تنها به بررس ــه ذكر اس لازم ب
ــتاره هاي n پرَ پرداخته شد  ــي و رياضي س ويژگي هاي هندس
ــكال  ــي اين اش ــفي، تاريخي و دين شناس و دربارة مباني فلس

ستاره گونه بحثي انجام نشد.

f(12) شكل 4ـ  دوازده ضلعى منتظم و نمايش


